Matematyka — notatki do wyktadu

1 Zbiory i dziatania na zbiorach.

Pojecie zbioru jest to pojecie pierwotne (nie definiuje sie tego pojecia). Pojeciami pierwotnymi sa:
element zbioru i przynaleznosé¢ elementu do zbioru.
W rachunku zbioréw uzywamy nastepujacych symboli:

e przynalezno$é: x € A, ~x € A= x ¢ A,
e zbiér pusty: 0,
e przestrzen X,

e zbiory skonczone: {z}, {a,b,c}, {1,...,n}, {a1,...,an}.

1.1 Zawieranie i rOwnos¢ zbiorow

Definicja. Niech A, B C X. Wtedy

ACB<= N(xe€A=z€B),

zeX

A=B<= (ACBANBCA) < N@eAszeB).

rzeX
Whniosek 1.1. Dla dowolnych zbiorow A, B C X mamy
A#B<=[~(ACB)V~(BCA)

Definicja. Zbiory A, B C X sg roztaczne, jesli AN B = ().

1.2 Dzialania na zbiorach

Definicja. Niech A, B C X. Dziatania mnogosciowe sumy, iloczynu, réznicy i dopelnienia
definiujemy nastepujaco:
AUuB={re X :z € AVzx € B},

ANB={re X:zx € ANx € B},

A\B={re X:x € ANz ¢ B},

A=X\A={reX z¢ A}
Whiosek 1.2. Dla zbioréw A,B C X mamy A\ B=ANDB'.

1.3 Iloczyn kartezjanski zbioréw

Definicja. Iloczynem kartezjanskim zbioréw X oraz Y nazywamy zbior X x Y wszystkich upo-
rzadkowanych par (x,y), gdzie © € X oraz y € Y, tzn.

XxY={(zr,y):xe X NyeY}.



1.4 Zbiory liczbowe, przedzialty w zbiorze R
Zbiory liczbowe:
e zbidr liczb naturalnych N = {1,2,3,...},
e zbidr liczb catkowitych Z = {...,—-2,—-1,0,1,2,...},
e 7zbiér liczb wymiernych Q = {% p€Z,qgeN },
e zbidr liczb rzeczywistych R — (uzupehienie Q, aksjomat ciagtosci).

Niech a,b € R, a < b.

1) (a,b) = {x € R:a <z < b} — przedzial otwarty,

2) [a,b) ={zr € R:a <z < b} — przedzial prawostronnie otwarty,
3) (a,b] ={z € R:a < x < b} — przedzial lewostronnie otwarty,
4) [a,b] = {z € R:a < x < b} — przedzial domkniety.

1.5 Przestrzen R"

Afiniczna przestrzenia n-wymiarowa (przestrzen punktéw) nazywamy zbiér
R™ = {(x1,29,..., o) : T1, 22, ..., T, E R}.

Wektorowa przestrzenia n-wymiarowa (przestrzen wektorow) nazywamy zbiér
R™ = {[x1, 29, ..., 2] : 1, 20,...,2, ER}.

Dziatania:
[l’l,l'z,...,l'n] + [y17y27"'7yn] = [33'1 +ylax2+y27"'7xn +yn]7

[z, xe, ... 1] = ez, axs, . .. axy),
(1,22, 2n) + 1,42, U] = (@1 Y1, B2+ 420 T+ )
2 Elementy algebry liniowej

2.1 Pojecie przestrzeni liniowej

Twierdzenie 2.1. Dla dowolnych wektorow x = [z1,...,2,], Y = [Y1,-. -, Yn), 2 = [21,- ..

dla o, B € R zachodzi
1) (x+y)+z=ax+ (y+ 2) (lacznosé),
2) x+y=y+x (przemiennoscé),
3) x+[0,...,0] ==,
4) x+ (—x) =10,...,0], gdzie —[z1,...,2,] = [-21,...,—x,],
b)a-(w+y)=a-z+a-y,
6) (a+p) x=a-x+ 0,
7) (af) -z =a-(5-x),
8) 1-x=uw.
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2.2 Liniowa zalezno$¢ i liniowa niezaleznosé

Definicja. Niech v = (vy,...,v,) bedzie uktadem wektoréw przestrzeni R". Wektor w = ajv; +
Vs + ... vV, nazywamy lintowg kombinacjq uktadu wektorow v,,...,v, o wspélczynni-
kach aq,...,a, € R.

Definicja. Niech v = (vy,...,v,) bedzie uktadem wektoréw przestrzeni R™V. Méwimy, ze uktad v
jest lintowo zalezny, jesli istnieja skalary aq, ..., a, € R, nie wszystkie rowne 0 i takie, ze

a1v1 + avy + ... + v, = 0.
Mowimy, ze uktad v jest lintowo niezalezny, jesli nie jest liniowo zalezny.

Twierdzenie 2.2. Uklad v = (vy,...,v,) wektoréw przestrzeni liniowej R™ jest liniowo niezalezny
wtedy 1 tylko wtedy, gdy dla kazdego uktadu skalarow aq, ..., o, € R prawdziwa jest implikacja

v+ o+ ...+ o, =0—a;=...=a, =0.

2.3 Baza i wymiar przestrzeni

Definicja. Niech v = (v, ..., v,) bedzie uktadem wektoréw przestrzeni R™V. Méwimy, ze uktad v
jest bazq przestrzeni R", jesli kazdy wektor w € R™ mozna przedstawi¢ tylko na jeden sposéb
w postaci kombinacji wektoréw uktadu v, tzn.

W = V1] + Uy + ... + @V,

Twierdzenie 2.3. Niech v = (vy,...,v,) bedzie ukladem wektoréw przestrzeni R™. Uklad v jest
bazg przestrzeni R" wtedy i tylko wtedy gdy jest liniowo niezalezny i kazdy wektor w € R™ mozna
przedstawié w postaci kombinacyi wektorow uktadu v.

Definicja. Wymiarem przestrzeni R" nazywamy liczbe wektoréw dowolnej bazy tej przestrzeni
(ozn. dim R™).

Twierdzenie 2.4. Dla kazdego n € N zachodzi dim R™ = n.

Uklad e; = [1,0...,0], e = [0,1,...,0], ..., e, = [0,0,...,1] nazywamy bazqg kanoniczng
przestrzeni R™.

2.4 Macierze

Definicja. Macierza o wymiarach m x n nazywamy prostokatna tablice liczb

a1 a12 N AT

a921 a99 ..o Qop
A =

Am1 Am2 ... Omn

Zbiér wszystkich macierzy o wymiarze m X n oznaczymy przez M, «p,.
Macierz A € M,,«,, nazywamy kwadratowa, jesli m = n.

Twierdzenie 2.5. Zbior M, «,, jest przestrzeniq lintowq z dziataniams

ai; ... Qip bin ... bin air +bu ... i+ by
asy ... Qaop b21 N b2n as1 + b21 ... Qop + bgn
+ 1. =1 .
aml --- Amn bml c. bmn Am1 + bml ceo Qmn T bmn
oraz
aiq ... QAip a - an .o Ot Qp
asy ... Qaop a - agy ... Ot Qo
Q- =
Aml -+ Qmn o Apl - O A,



2.4.1 Mnozenie macierzy

Definicja. Macierz C = [c;;] € M,,x; nazywamy iloczynem macierzy A = [a;;] € M,,x, oraz
B = [b] ] € M,,»;, jesli

cik:Zaijbjk dla (Z,k)E{l,,m}X{l,,l}
j=1

Definicja. Macierz

1 0 . 0
01 ... 0

I:= . .. . EMan
0 0 . 1

nazywamy macierzq jednostkowaq.
Twierdzenie 2.6. Dla dowolnego A € M,,«,, zachodzi

A-I=1-A=A.

2.4.2 Macierz odwrotna

Definicja. Macierz A € M,,,, nazywamy odwracalng, jesli istnieje taka macierz A’ € M,,«,, %e
A-A=T=A"-A.

Macierz A’, jesli taka istnieje, nazywamy macierzg odwrotng dla macierzy A i oznaczamy przez AL

2.4.3 Macierz transponowana
Definicja. Transponowaniem macierzy nazywamy taka operacje -7 : My, xn — Myxm, 7€
AT = [ay]" = [ai] dla A = [a;j] € Myxn.

Twierdzenie 2.7. Operacja transponowania ma nastepujgce wtasnosci:

(i) (AT)" = A,

(ii) (A+B)" = AT + BT,

(iii) (a-A)" =a-AT,

(w) (A-B)T =BT . AT,

(v) jesli istnieje A=Y, to (A~)" = (AT)_I.
2.4.4 Wyznacznik macierzy kwadratowej

Definicja. Wyznacznikiem z macierzy kwadratowej A € M,,,, nazywamy funkcje det : M,,.,, — R
okreslona indukcyjnie w nastepujacy sposob:

1) jesli A = [a] € My, to det A = q,

2) dlan > 2 oraz A € M,,,, definiujemy
det A = Z(—l)jHaU det Alj;
j=1

gdzie macierz Ay € M,—1)x(n—1) PoWstaje z macierzy A przez wykreslenie k-tego wiersza oraz
[-tej kolumny.



Uwaga 2.1. Wz6r z definicji nosi nazwe wzoru Laplace’a dla pierwszego wiersza.

Twierdzenie 2.8 (wzor Laplace’a). Jesli A € M,,,,, to

(i) det A =" (=1)""ay; det Ay; (wzér Laplace’a dla k-tego wiersza,
j=1

(ii) det A =Y (—1)**ay det Ay, (wzér Laplace’a dla k-tej kolumny.
i=1

Twierdzenie 2.9. Wyznacznik macierzy kwadratowe; A € M, «,, nie zmient sie, jesli do dowolnego
wiersza (kolumny) dodamy inny wiersz (kolumne) pomnozony przez dowolng liczbe.

Twierdzenie 2.10 (tw. Cauchy’ego). Jesli A, B € M, «,, to det(A - B) = (det A) - (det B).
Twierdzenie 2.11. Macierz A € M,,»,, jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0.

2.4.5 Rzad macierzy

Definicja. Rzedem macierzy A € M,,, nazywamy maksymalng liczbe jej liniowo niezaleznych
wierszy (kolumn) (ozn. rzA).

Twierdzenie 2.12. Rzqd macierzy A nie zmient sie, jesh

- przestawimy dwa wybrane wiersze (kolumny),
- wybrany wiersz (kolumne) pomnoZymy przez liczbe rézng od zera,

- do wiersza (kolumny) dodamy inny wiersz (kolumne) pomnozony przez liczbe.

Twierdzenie 2.13. Niech A = [a;;] € M, ,,. Jesli det A # 0, to macierz A jest odwracalna oraz
Al = [aj], gdze

af; = (det A)~'(=1)" det Ay, dla (i,7) € {1,...,n}>

3 Uktady réwnan liniowych

Rozwazymy uktady réwnan liniowych postaci

anry + apre + ... + ar, = b
'CL21.%'1 + agrs + ... + ok, = by )
Ap1T1 + AmaT2 + ...+ Gn®n = by,
lub w skrocie
A -x' =b’, (U)
gdzie A = [a;;] € My,x, jest dana macierza, x = [z1,...,2,] € R" jest niewiadoma oraz b =

[b1,...,bn] € R™ jest stala.

Definicja. Uktad (U) nazywamy jednorodnym, jesli b = 0 € R™. W przeciwnym przypadku
mowimy, ze uktad (U) jest ukiadem niejednorodnym.

Twierdzenie 3.1 (Kroneckera-Capelliego). Niech A = [a;;] € M« oraz b € R™. Wowczas uktad
rownan liniowych (U) jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy rzA = rzA,,.

Twierdzenie 3.2 (Cramera). Niech w ukladzie (U) zachodzi m = n oraz det A # 0. Wéwczas jedyne
rozwigzanie uktadu (U) dane jest wzorem
det A]
€Ty =
det A

gdzie A jest macierzq powstalq z macierzy A przez zastgpienie j-tej kolumny macierzy A kolumng
wyrazéow wolnych b.

dla 7€ {1,...,n},



4 Elementy matematyki finansowej

4.1 Warto$c¢ pienigdza w czasie

- Ky = PV — wartos¢ poczatkowa, wartosé¢ biezaca (present value),
- Ky = FV — warto$¢ koncowa, warto$¢ przyszta (future value),
- Z = K1 — Ky — odsetki.
Definicja. Stopa procentowa nazywamy stosunek wartosci odsetek do wartosci poczatkowej,

Z K- K

"TK, T K

Uwaga 4.1. Stopa procentowa zalezy od przedziatu czasu. Przedzial ten nazywamy okresem stopy
procentowe;.

4.1.1 Oprocentowanie

Definicja. Oprocentowanie to naliczenie odsetek traktowanych jako zaptata za uzyczenie kapita-
tu. Odsetki moga by¢ wyptacane:

- na koncu okresu uzyczenia (oprocentowanie z dotu);

- na poczatku okresu uzyczenia (oprocentowanie z gory).

4.1.2 Kapitalizacja

Definicja. Kapitalizacja to dopisanie odsetek do kapitatu. Czas po ktérym to nastepuje nazywamy
okresem kapitalizacji. Odsetki moga by¢ dopisane:

e na koncu okresu kapitalizacji (kapitalizacja z dotu)
e na poczatku okresu kapitalizacji (kapitalizacja z gory).
Ze wzgledu na okresy kapitalizacji rozréznia si¢ dwa jej rodzaje:
e kapitalizacja zgodna - okres stopy procentowej rowny okresowi kapitalizacji,
e kapitalizacja niezgodna - w przeciwnym przypadku.
Ze wzgledu na sposéb oprocentowania rozroznia sie:
e kapitalizacja prosta - kapitalizacji podlega kapitat poczatkowy,

e kapitalizacja ztozona - kapitalizacji podlega zebrana kwota.

4.1.3 Dyskontowanie

Definicja. Dyskontowanie to wyznaczanie wczesniejszej wartosci kapitatu na podstawie znajomosci
wartosci pozniejszych. Efektem dyskontowania jest wiec warto$¢ biezaca kapitatu. Stope procentowa
wykorzystywang przy dyskontowaniu nazywamy stopa dyskontows.



4.2 Kapitalizacja prosta zgodna

Zmiany wartosci kapitatu poczatkowego Ky w czasie nastepujg skokowo poprzez dopisanie odsetek.
Niech (P,) bedzie ciagiem przysztych wartosci kapitatu Ky (odsetki dopisywane sa z dotu). Przyszla
wartos¢ P,1 na koniec (n + 1)-go okresu kapitalizacji otrzymujemy z wartosci P, z konca n-tego
okresu poprzez dopisanie odsetek Z, ;1 przystugujacych za (n + 1)-szy okres, czyli

Pow=P,+7Z,.1 dlan=0,1,2,...,
przy czym Py = K,. Ciag (Z,) jest ciagiem stalym
Lpni1=Kor dlan=0,1,2,...,
wiec P41 — P, = Kor, co oznacza, ze (P,) jest ciagiem arytmetycznym o réznicy Kor, wiec
(4.1) P,=Ky(l+nr) dlan=0,1,2,....

Suma odsetek za pierwszych n okresoéw jest rowna nKgr.
Warto$¢ przyszta/przeszta P, mozna zaktualizowaé¢ na dowolny moment

kr

—+ nr

Pn+k—Pn<1+1 ) dla k=-n,—n+1,...,0,1,....
Przyklad 4.1. Jaka kwote zgromadzimy przez 5 lat sktadajac kwote 5 000 PLN na lokate oprocen-
towang w wysokosci 4, 5%, jesli przyjmujacy lokate oferuje kapitalizacje prostg?

Przyklad 4.2. Za 8 miesiecy przyznawana jest nagroda w wysokosci 1 000 PLN. Kwota ta zdys-
kontowana na 2 miesigce wg. kapitalizacji prostej daje wartos¢ 900 PLN. Jaka jest obecna wartosé
nagrody?

4.3 Kapitalizacja ztozona z dotu zgodna

W kapitalizacji zlozonej oprocentowaniu podlega zarowno kapital poczatkowy Ky, jak tez zgroma-
dzone do danego momentu odsetki. Odsetki sa dopisywane na koniec okreséw kapitalizacji i okres
stopy procentowej pokrywa sie z okresem kapitalizacji.
Niech (K,) bedzie ciagiem przysztych wartosci kapitalu. Podobnie jak w poprzednim modelu
mamy
Kn+1:Kn+Zn+1 dlan:O,l,....

Odsetki Z,,+1 za (n + 1)-szy okres naliczane sa z catego zgromadzonego kapitatu
Zpi1=K,r dlan=0,1,2,...,

wiec ciag (K,) jest ciagiem geometrycznym oraz

(4.2) K,=Ky(1+r)" dlan=0,1,....

Suma zebranych odsetek jest réwna K,, — Ko = Ko((1 +7)" —1).
Podobnie jak poprzednio wartos¢ przyszta K, mozna zaktualizowa¢ na dowolny moment

Kpp=K,(1+7r)f dla k=-n,—n+1,...,0,1,....

Przyktad 4.3. Przy jakiej roczne stopie procentowej i kapitalizacji ztozonej kapitat podwoi swoja
wartos¢ po 4 latach.

Przyktad 4.4. Rodzenstwo w wieku 8 oraz 10 lat otrzyma w spadku kwote 500 tys. PLN. Jak nalezy
podzieli¢ spadek, aby przy rocznej kapitalizacji z dotu ze stopa r = 10%, kazde z dzieci w wieku 21 lat
otrzymalto taka sama kwote?

Przyklad 4.5. Bank przyjmuje kapital w depozyt i jednoczesnie udziela kredytu. Jaki jest zarobek
banku na przestrzeni 10 lat, jesli kwota depozytu i kredytu jest jednakowa i réwna 300 tys. PLN, za$
stopy depozytowa o kredytowa sg réwne odpowiednio ry = 8% oraz r, = 12%.



4.4 Kapitalizacja niezgodna

Niech teraz okres stopy procentowej nie pokrywa sie z okresem kapitalizacji. Ze wzgledu na stosunek
okresu stopy procentowej do okresu kapitalizacji rozrdznia sie:

- kapitalizacje w podokresach, jesli okres stopy procentowej jest wielokrotnoscig okresu kapitali-
zacji,

- kapitalizacje w nadokresach, jesli okres kapitalizacji jest wielokrotnoscig okresu stopy procen-
towej.

Niech

okres stopy procentowe]
m =

okres kapitalizacji

W przypadku kapitalizacji niezgodnej odsetki przypadajace na jeden okres kapitalizacji wyznacza sie

na podstawie wzglednej stopy kapitalizacji 7 = -, gdzie r jest stopa nominalng.

Jesli r jest roczna stopa procentowa, to w zaleznosci od m kapitalizacje nazywamy:

- roczng, gdy m =1,

- poétroczna, gdy m = 2,

- kwartalna, gdy m = 4,

- miesieczng, gdy m = 12,

- tygodniows, gdy m = 52,

- dobowa, gdy m = 365,

- dwuletnia, gdy m = 0, 5,

- piecioletnia, gdy m = 0, 2.

Przyszta warto$¢ kapitatu Ky w kapitalizacji niezgodnej po k okresach wynosi wtedy:

- dla kapitalizacji prostej z dotu
Pk/m:K(](lJrkT) dla k=0,1,2...,
m
- dla kapitalizacji ztozonej z dotu
rk
Kk/m:K[)(l—i—) dla k=0,1,....
m

Przyktad 4.6 (metoda liczb procentowych). Model kapitalizacji prostej stosuje sie najczesciej przy
oprocentowaniu kont z czesto zmieniajacym sie saldem. Niech r bedzie roczna stopa procentows.
Przyszta wartos¢ kwoty Ky po t dniach w oprocentowaniu prostym wynosi

K, = Ky <1+t;65>,
zas odsetki Z; = tKyggz. Czynnik tKy nazywamy liczbg procentows, zas wielkos¢
procentowym.
Zat6zmy, ze na rachunku dokonano N operacji (wplat/wyplat), przy czym wysokosé¢ kwoty w
Jj-tej operacji oznaczymy przez S; (wplata+/wyplata-). Niech jeszcze t; oznacza liczbe dni miedzy
terminem j-tej operacji i momentem rozrachunku. Wtedy

N r N r N
K=Y 8 (14t ) = XS+ 50 > St
t ]le MEET ;”+365j21”

T

65 dzielnikiem

Sume L = Z;V:l S;t; nazywamy sumaryczng liczbg procentows.
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Przyklad 4.7. Na rachunku bankowym dokonano nastepujacych operacji: 1.02.2009 — wptata 560
PLN, 15.04.2009 — wptata 140 PLN, 5.05.2009 — wyptata 500 PLN. Jaka maksymalng kwote mozna
bedzie pobraé¢ 30.05.2009, jesli roczna stopa procentowa wynosi 2%°7

Twierdzenie 4.1. Dla ustalonej wielokrotno$ci okresu stopy procentowej przyszta warto$¢ kapitatu
w model kapitalizacji ztozonej z dotu jest rosngcq funkcjqg czestosci kapitalizacyi odsetek

Przyklad 4.8. Kapital 1 000 PLN zostal oprocentowany na 4, 5% w stosunku rocznym. Ustali¢ przy-
sztg wartos¢ kapitatu po 5 latach w przypadku kapitalizacji ztozonej dla kapitalizacji: piecioletniej,
rocznej, potrocznej, kwartalnej, miesiecznej, tygodniowej i dobowej.

4.5 Strumienie platnosci
Zaleznosé opisujaca wartos¢ przyszta strumienia ptatnosci (kapitalizacja zlozona) jest postaci
n n—1 n
(4.3) FV, =PV [[(Q1+re)+ > PMT, [] (1+rs)+ PMT,,
k=1 k=1 I=k+1
gdzie

e 1 — czas trwania inwestycji (liczba okreséw),

F'V,, — warto$¢ przyszta inwestycji po n okresach,

PV — poczatkowa ptatnosé,
e PMT, — rata platnosci dokonana na koniec k-tego okresu (1 < k < n),
e 1, — stopa procentowa obowigzujacg w k-tym okresie.

Najczesciej spotykana postaciag szczegdlng tego wzoru jest:

FV, = PV(1+7r)"+PMT> (1+r)"*

(4.4) h=l
1 A
= PV 4 parE oL

-
gdzie
o r =1, dlal <k <n jest stalg okresowa stopa procentows,

o PMT = PMT, dla1 < k <n jest stalg w czasie trwania inwestycji okresowa wptata.

Aby zaznaczy¢ kierunek przeptywéw (wplaty ze znakiem ujemnym, wyptaty — z dodatnim), funkcje
arkusza kalkulacyjnego LibreOffice, OpenOffice, MS Ezcel pracuja w oparciu o nastepujaca modyfi-
kacje wzoru (4.4):

(147" —1
T

(4.5) FV, + PV(L+7)" + PMT — 0.



4.6 Funkcje finansowe w arkuszu kalkulacyjnym
4.6.1 Wartosé przyszta FV()

FV () zwraca przyszta warto$¢ inwestycji (state platnosci okresowe i stata stopa procentowa).

Kreator funkgji =
Funkcje RV Wynik funkcji |Btac:511
Kategoria Przyszia wartoic. Oblicza przyszta wartosc inwestycji przy zatozeniu
‘F”’]anse E” regularnych wptat i stalej stopy oprocentowania.
Funkeja Stopa (wymagany)
AMORT.LIM i Stopa procentowa dla jednego okresu.
AMORT.MIELIN ]
CENA & — .
CENABS Stopa T
CENADYSK [ =]
NPER Bl |-
CENA.DZIES E * E ‘
CENA.OST.OKR PMT [ B
CENAPIERW.OKR —
CENAULAM PV E oo
CENAMWYKUP
be Formuta Wynik |Blad:511
DDB f
EFEKTYWNA =RVl E
EFEKTYWNA_ADD ‘ [ ‘
izsze [ Pomoc | [ amy | [ etz || Dsicio

Sktadnia tej funkcji zawiera pola Stopa, NPER, PMT, PV, Typ.

Przyktad 4.9. Obliczy¢ koncows wartos¢ lokaty w kwocie 4 000 zlozonej na okres 4 lat przy statej
rocznej stopie procentowej 2, 1%. Jak zmieni sie jej koficowa wartosé, jesli zastosujemy kapitalizacje:
a) kwartalna, b) miesieczna, c) tygodniowa, d) dzienna.

Przyktad 4.10. Jaka bedzie koncowa warto$¢ inwestycji polegajacej na staltym comiesiecznym od-
ktadaniu 200 PLN przez okres 40 lat, jesli bank stosuje kapitalizacje miesieczna przy rocznej stopie
procentowej w wysokosci 1, 75%?7

Przyktad 4.11. Jaka kwote otrzymamy po okresie 20 lat posiadajac na rachunku srodki w wysokosci
20 000 PLN i odktadajac miesigecznie 300 PLN wolnych $rodkéw na lokacie oprocentowanej 2, 5% w
skali roku przy miesigcznej kapitalizacji?

4.6.2 Wartos¢é przeszta PV()

PV () zwraca poczatkowa wartosé¢ inwestycji (state ptatnosci okresowe i stala stopa procentowa).

<
Kreator funkgji @
Funkcje - PV Wynik funkgji |Blad:511

Kategeria Wartoéé biezaca. Podaje wartosé biezaca inwestycji.
‘Finanse E”
Funkgja Stopa (wymagany)
KWOTAWYKUP N Stopa procentowa dla danego okresu.
MIRR
NAL.ODS =] .
NAL.ODSWYKUP Stopa y
MOMINALNA . =l

g NPER lel| |2
MNOMINALNA_ADD "
NPER E PMT [el] L
NPV | 4 —
OPC_BARIERA R lel] -
OPC_PRAW_OSIAG
OPC_PRAW_W.PIENIADZ T— Wynik [Blad:511
OPC_TOUCH —
PMT =Pvh -
PRMT L
- 1

Ovoss o] [y ] [t ] oo

Sktadnia tej funkcji zawiera pola Stopa, NPER, PMT, FV, Typ.

Przyktad 4.12. Jaka jest dzisiejsza wartosé¢ kwoty 20 000 PLN, ktéra otrzymamy za 10 lat przy
zalozeniu $redniorocznej inflacji w wysokosei 2, 5%7
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Przyktad 4.13. Jaka bedzie dzisiejsza wartos¢ inwestycji z Przyktadu 4.11 przy zalozeniu, ze $red-
nioroczna inflacja przez caly okres inwestycji wynosi 1, 5%?7

Przyktad 4.14. Jaka maksymalng kwote pozyczki otrzyma inwestor, ktory chee zaciagnac kredyt na
okres 10 lat, jesli zdolnos¢ jego kredytowa pozwala sptaca¢ miesieczne raty w wysokosci 450 PLN, za$
bankowa (roczna) stopa kredytowa wynosi 5, 5%7 Jaka jest dzisiejsza warto$¢ ostatniej raty kredytu,
jesli srednioroczna inflacja wyniesie 2%7

4.6.3 Rata — stala okresowa platnosé PMT()

PMT() zwraca stala okresowa ptatnosé (stala stopa procentowa).

-
Kreator funkgji @
Funkcje - PMT Wynik funkeji |Blgd:511

Kategoria Platnosci regularne. Oblicza platnosé okresowa splaty diugu, oparta na
|Finansa |z|| platnosciach regularnych i stalej okresowej stopie oprocentowania.
Funkeja Stopa (wymagany)
NAL.ODS.WYKUP A Stopa procentowa dla jednego ckresu,
NOMINALNA
NOMIMNALNA_ADD —
NPER Stopa 3
NPV . =)

NFPER lgl| =
OPC_BARIERA = |2
OPC_PRAW_OSIAG L PV (g
OPC_PRAW_W.PIENIADZ 1 —
0OPC_TOUCH m R &l -
PPMT Fapmn's Wynik |Biad:511
PV =
RENT.BS =PMTd) i
RENT.DYSK A
RENT.EKW.ES . i

[T Macigrz [ Pomoc ] I Anuluj I l << Wstecz I Dalgj >>

Sktadnia tej funkcji zawiera pola Stopa, NPER, PV, FV, Typ.

Przyktad 4.15. Jak wysoka bedzie (miesieczna) rata kredytu na udzielonego w kwocie 80 000 PLN
na okres 10 lat przy (rocznej) stopie kredytowej 6,5%7

Przyktad 4.16. Jak wysoka bedzie miesigczna rata kredytu z Przyktadu 4.15, jesli wraz z ostatnia
rata klient sptaci dodatkowo kwote 10 000 PLN?

Przyktad 4.17. Jaka maksymalng miesieczna "rente” otrzyma klient z biezacej wartosci inwestycji
w Przyktadzie 4.13, jesli cala zgromadzona kwote ztozy w banku na koncie oprocentowanym w
wysokosci 2, 2% w skali roku, wyplacajgc rente przez okres 15 lat?

4.6.4 Stopa procentowa STOPA()

STOPA () zwraca stope procentowa dla pojedynczego okresu inwestycji; (iteracja algorytmu
num. (do 20 powtérzen) do osiggniecia wyniku z dokt. 10~7; przy braku wyniku: btad #LICZBA)

Kreator funkeji =5

Funkeje STOPA Wynik funkeji [Blad511
Kategaria Oblicza statg stope zysku z inwestycji przy zatozeniu regulamych platnogci.
Finanse [-]
Funke NPER (wymagany)
[SPLACODSADD = | Okres platnosci. taczna liczha okrestw, w kidrych bedzie placona renta
G {emerytura).
STOPADYSK — .
STOPAPROC NPER ‘
YD =

PMT 2| |=

& &
WART.PRZVSZE KAP s m
WYPLDATANAST =
\WYPLDATA.POPRZ Fv )| -
WYPLDNI
WYPEDNLNAST e Wynik [Blad 511
WYPEDNLOD.POCZ =
WYPLLICZBA 2| | [FsTOPAD i
YRR [
XNPY o3 E

LlCEse [ pomoc | [ oy ] [ schimea || oo
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Skladnia funkcji zawiera pola: NPER, PMT, PV, FV, Typ, Warto$¢ szacowana (domyslnie 10%;
jesli algorytm nie znajduje wyniku, nalezy podaé wartosé poczatkowa).

Przyktad 4.18. Jaka jest stopa procentowa kredytu konsumenckiego udzielonego na zakup tele-

wizora o wartosci 6 500 PLN, jesli nalezy go sptaci¢ w dwunastu réwnych miesiecznych ratach w
wysokosci 600 PLN?

Przyklad 4.19. Jaka jest stopa zwrotu z inwestycji w dwuletnie obligacje skarbowe o wartosci
nominalnej 500 000 PLN i stalej stopie procentowej 3, 5%, ktorej kupony wyplacane sg co kwartal,
jesli inwestor nabyt je za kwote 488 00 PLN?

4.6.5 Liczba okreséw — NPER()

NPER() zwraca liczbe okresow rozliczeniowych inwestycji (state ptatnosci i stata stopa procentowa).

-
Kreator funkcji ﬁ
Funkcje _ NPER Wynik funkeji |Btad:511
Kategoria Okres platnosci. Oblicza liczbe okresow platnosci dla inwestycji przy
|Finansa |E|| regulamych platnosciach i stalej stopie oprocentowania,
Funkeja Stopa (wymagany)
KWOTAWYKUP o Stopa procentowa dla jednego okresu.
MIRR
NAL.ODS =] -
NALODSWYKUP Stopa ‘ £y
HOMINALNA . =
PMT gl =
NOMINALNA_ADD I
weer & PV &
NPV —
OPC_BARIERA v &l -
OPC_PRAW_DSIAG
OPC_PRAW_W.PIENIADZ Ermnls Wynik |Bizd:511
OPC_TOUCH —
PMT =NPER(]) i
PPMT A
PV il =
7] Macierz [ Pomoc ] [ Anuluj ] [ << Wstecz ] Dalgj >>
L 4

Sktadnia tej funkcji zawiera pola Stopa, PMT, PV, FV, Typ.

Przyklad 4.20. Jak dtugo bedzie sptacany kredyt w kwocie 75 000 PLN, jesli zdolnos¢ kredyto-

wa inwestora pozwala sptaca¢ miesieczne raty w wysokosci 900 PLN, za$ bankowa (roczna) stopa
kredytowa wynosi 6, 2%?

Przyklad 4.21. Jak dlugo wystarczy srodkow z biezacej wartosci inwestycji w Przyktadzie 4.13, jesli
cata zgromadzona kwota zostanie ztozona w banku na koncie oprocentowanym w wysokosci 2, 3% w
skali roku, z ktérego wyptacana bedzie miesieczna renta w wysokosci 500 PLN?

5 Teoria optymalizacji — optymalizacja liniowa

5.1 Budowa modelu

Modele optymalizacji liniowej s3 najbardziej rozpowszechniona grupa modeli matematycznych dotyczacych
wyboru decyzji optymalnej, tj. takiej, ktéra przy istniejacych ograniczeniach zapewnia, ze wzgledu na
przyjete kryteria, najlepsza realizacjg zamierzenia — celu.

Proces budowy modelu umozliwiajacego wyznaczenie optymalnej decyzji sktada sie z nastepujacych
czterech etapéw:

1. zdefiniowanie decyzji,
2. ustalenie zbioru decyzji dopuszczalnych D,
3. przyjecie miernika oceny realizacji celu,

4. okreslenie pojecia decyzji optymalnej.
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Otrzymany model wyboru decyzji optymalnej jest zadaniem optymalizacji liniowej, jesli:
e pozwala na ilosciowe ujecie rezultatéow w kazdym etapie jego budowy,
e jego formalny zapis ma nastepujace wtasnosci:

— kazda decyzje mozna opisa¢ wektorem x = [x1, ..., z,]| 0 wspbtrzednych nieujemnych,

— ograniczenia wyboru (zbiér D) mozna opisaé w postaci uktadu réwnan lub nieréwnosci
liniowych,

— ocene stopnia osiggniecia celu przez decyzje dopuszczalng wyraza sie poprzez liniowg funk-
cje celu

f(x)=> cjz; dla xeD.
j=1

e ustalenie, czy decyzja optymalna x° zapewnia ekstremalnos¢ wartosci f(x°) na zbiorze D.

5.2 Przykltadowy model — wartosci rzeczywiste
5.2.1 Zalozenia

Firma uruchamia produkcje prébng batonéw Janek i Franek z warunkami produkgcji:

naktady jednostkowe zysk
batony || maszyny | potprod. rob.
(h/ | (ke/ (PLN/ | (PLN/
j. prod.) | j. prod.) j- prod.) j- prod.)
Franek 2,0 40 100 480
Janek 1,2 60 200 210
zaséb || <6 (h) | <240 (kg) | > 400 (PLN) -

5.2.2 Konstrukcja modelu

1. Definiowanie decyzji. Decyzje wyraza: x1 — wielko$¢ produkcji batonu Franek (w j. prod.) oraz
— wielkoé¢ produkcji batonu Janek (w j. prod.). Stad x = [z, 2] € R

2. Zbior decyzji dopuszczalnych D. Warunki produkcji:

® ograniczenie czasu pracy
2.731 + 1, 2.732 < 6.

e ograniczenie surowcowe

e ograniczenie ptacowe
100x1 4+ 200x4 > 400.

e interpretacja zmiennych
r1 >0 oraz x> 0.

3. Funkcja celu. Przy decyzji x = [x1, 23] zysk osiagniety ze sprzedazy obu wyrobéw wyniesie
f(x) =480z + 210z, dla x € D.

4. Kryterium optymalizacji. Wyznaczenie optymalnej decyzji sprowadza sie¢ do wyznaczenia takiego

wektora x, dla ktérego
f(x) — max.
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5.2.3 Konstrukcja modelu — ujecie matematyczne

f(x) = 480z + 210zy — max
przy warunkach:

2.’1,‘1 + 1, 2.’172

VA
o

407,  + 601y < 240,
10021 + 20025 > 400,

T > ()./CL’Q } ()

5.2.4 Graficzna interpretacja — decyzje dopuszczalne

f(x) = 480x1 + 210z — max  przy warunkach:

1] 2z,  + 1,2z, < 6,
2] 40z; + 60z, < 240,
3] 100z; + 200z, > 400,
[4] T1,T9 = 0.
A &

] B = m\x}\

Zatem obszar dopuszczalny D to czworokat o wierzchotkach A = (0;4), B = (0;2), C = (%;2),
D= (1;%).

5.2.5 Graficzna interpretacja — funkcja celu
W modelu optymalizacji liniowe;j

f(x) = 480z + 210z9 — max  przy warunkach:

1] 2z + 1,2z, < 6,
2] 4021 + 60z, < 240,
3] 100z; + 200z, > 400,
[4] T1,T9 = 0,

warstwie 480x; + 210x2 = z funkcji celu f obrazujac decyzje, przy ktérych funkcja celu ma wartosé z €
(0, 00)
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530

, %" \, 40 3, +60 x,=240
200 x,=400 1

}

5.2.6 Implementacje modelu — MS Excel
Model optymalizacji liniowej (zadanie progr. liniowego)

f(x) = 48021 + 21029 — max  przy warunkach:

1] 2z + 1,2z < 6,
[2] 40z, + 60xy < 240,
3] 100z, + 200z > 400,
[4] T, T2 > 0

zaimplementujemy w arkuszu kalkulacyjnym

Microsoft Excel 12.0 Raport wynikéw
Arkusz: [Zeszyt1]Arkusz1
Raport utworzony: 2012-03-17 20:15:51

Komoarka celu (Maks)

A B C D E F Komdrka Nazwa Wartosé poczatkowa Wartosé koricowa
1 Model BATONY $DS5_ 7Zysk 900 1384 285714
2
3 F celu 480 210 )
4 |Zmienne x1 x2 Komarki decyzyjne

Komdrka Nazwa Wartosé poczatkowa Wartosé koricowa

5 Zysk 2,571429 0,714286 1384,286 3835 Zyskoxd 1 3 571428571
6 $C$5 Zyskx2 2 0,714285714
7
B VWannki Warunki ograniczajgce
9 WSpé{CZYnmkl W}‘nlk Ogranlczenle Komérka MNazwa Wartosc komorki formufa Status Luz
10 [1] 2 12 6 6 $DS10_ [1] Wynik 6 5D$10<=8ES10 _ Wigzace 0
11 [2] 40 60 1457143 240 $D§11 [2] Wynik 1457142857 $D%11<=8E$11 Niewiazace 94,28571429
12 |[3] 100 200 400 400 $D$12  [3] Wynik 400 SD$12>=8E$12 _ Wigzace 0
13

14

otrzymujac z; = 2,57, x5 = 0,71 dajace koncowy zysk 1384, 29.

5.3 Przykltadowy model — wartosci catkowite

5.3.1 Zalozenia

Firma meblarska produkuje dwa rodzaje mebli: Modern oraz Classic. Do ich produkcji zuzywa sie drewno
dwéch gatunkéw, ktérego zasoby sa jedynym ograniczeniem wielkosci produkcji. Jednostkowe naktady
gatunkéw drewna i ich zasobéw tygodniowych przedstawiono w tabeli
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zestaw naktady jednostkowe drewna zysk
gat. A gat. B (tys. PLN/
mebli (m3/zestaw) | (m?/zestaw) || zestaw)
Modern 6 5 3
Classic 10 4 4,5
zaséb (m?) 36 20 -

Ustali¢ taka liczbe wyprodukowanych w ciggu tygodnia zestawdw, ktéra zapewni firmie maksymalny zysk.

5.3.2 Konstrukcja modelu

1. Definiowanie decyzji. Decyzje wyrazaja: x; — wielko$¢ produkcji mebli Modern (w j. prod.) oraz
x5 — wielkoé¢ produkeji mebli Clasic (w j. prod.). Stad x = [z, 5] € R%

2. Zbior decyzji dopuszczalnych Dy. Warunki produkcji:
e ograniczenie zasobéw drewna gatunku A
6x1 + 10z < 36.
e ograniczenie zasobéw drewna gatunku B
5x1 + 4xy < 20.
e interpretacja zmiennych - nieujemno$¢
r1 20 oraz x5 > 0.
e interpretacja zmiennych - catkowitos¢
1 €7 oraz x4 € 7.
3. Funkcja celu. Przy decyzji x = [z1, x2] € Dy zysk osiagniety ze sprzedazy obu wyrobdéw wyniesie

f(X) = 3.1'1 + 4, 5.’13'2 dla x € Dz.

4. Kryterium optymalizacji. Optymalna decyzja to wyznaczenia takiego wektora x € Dy, dla ktérego

f(x) — max.

5.3.3 Konstrukcja modelu — ujecie matematyczne

f(x) = 3x1 + 4, 5xy — max
przy warunkach:

6x1 + 10x9 < 36,

5r1 + 4dry < 20,

1 2 0,29 2 0,

x1, xry — liczby catkowite

16



5.3.4 Graficzna interpretacja — decyzje dopuszczalne

f(x) =3x1 + 4,5y — max  przy warunkach:

1] 6xy 4+ 10z, < 36,

2] 5x; + 4dzy < 20,

[3] T1,T > 07

4] 1,29 —catkowite.

1: + 3 3 5 —+ \H\h-
1 2 3 4

Obszzzr d{)sp)uszczalny Dy, to zbiér punktéw kratowych czworokata A = (0;0), B = (4;0), C = (35; ),
D = (0; 1),
"5

5.3.5 Graficzna interpretacja — funkcja celu

W interpretacji zmiennosci funkcji celu f w modelu

f(x) =321 + 4,529 — max  przy warunkach:
1 6z, + 10z < 36,

[

[2] 5.’[’] + 4.’[)2 < 20,

[3] T1,T9 = O,

[4] x1, 2o —catkowite

wykorzystuje sie warstwice 3z, + 4,5z = z funkcji f obrazujace decyzje, przy ktérych funkcja celu ma
wartosé z € (0, 00),
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5.3.6 Implementacje modelu — MS Excel
Model optymalizacji liniowej (zadanie progr. liniowego)

f(x) =3z + 4,529 — max  przy warunkach:
] 6z, + 1012 < 36,

] 5371 + 41’2 < 20,

| 1,20 > 0,

|z, 29 —catkowite,

zaimplementujemy w arkuszu kalkulacyjnym

A B C D E
& = L 2 E 1 |Microsoft Excel 12.0 Raport wynikow

1 Model MEBLE 2 |Arkusz: [z2.xIsx]Arkusz1

2 3 Raport utworzony: 2012-06-02 14:41:55

3 |F.celu 3 45 4

4 | Zmienne x1 x2 5

5 |Zysk 0 0 0 6 Komorka celu (Maks)

B 7 Komorka MNazwa Wartosc poczatkowa Wartosé koncowa
8 $D$5 Zysk 0 16,5

7 9

8 'Warunki 10

9 Wspdtczynniki  Wynik Ograniczenie 11 Komoérki decyzyjne

10 [1] B 10 0 36 12 Komérka MNazwa Wartosé poczatkowa Wartosé koncowa

11 [2] g 4 0 20 13| $BS5 Zysk x1 0 1
14| $C85 Zysk x2 0 3

12 15

otrzymujac z; = 1, o = 3 dajace zysk 16,5 tys. PLN.

5.4 Model liniowy — teoria

5.4.1 Ogoblne sformutowanie

W ogdlnym modelu nalezy podja¢ decyzje x = [z1,. .., x;] bedaca rozwigzaniem zadania:

(5.6) f(x) =121 + oo + . .. + cprp — max (min) przy war.:

a1 e, + a1pxs + ... + apxrr < by,

ap121 + Ap22 +...+ Apk L < b[n
Ap1,171 + App12T2 + .+ Api1 T 2 by,

(5.7) .
Aq1 %1 + Q2T + ...+ agrTr = by,
Ag+11T1 + Qgp12T2 + ..+ Q11 kT = bq+11
Um1T1 + Q2T + o+ Qg = by,

(5.8) xy > 0,...,2, > 0.

Warunki (5.7)-(5.8) definiuja zbiér D decyzji dopuszczalnych.

5.4.2 Interpretacja geometryczna

Twierdzenie 5.1. W zadaniu optymalizacji liniowej zbior D decyzji dopuszczalnych jest wielosciennym
zbiorem wypuktym ze skonczona liczba wierzchotkow.
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Twierdzenie 5.2. Jesli zadania programowania liniowego ma decyzje optymalna, to musi ja reprezen-
towac co najmniej jeden wierzchotek zbioru D.

Twierdzenie 5.3. Jesli xV oraz x?) sa decyzjami optymalnymi zadania programowania liniowego, to
decyzje optymalng reprezentuje kazdy wektor x) = (1 — w)x™M + wx® dla 0 < w < 1.

Twierdzenie 5.4. Na wybdr decyzji optymalnej nie wptywaja przeskalowane funkcji celu (przez stata
dodatnia) oraz zastapienie maksymalizacji (minimalizacji) funkcji f przez minimalizacje (maksymalizacje)
funkcji g = — f.

5.5 Przykladowe zadania

Cwiczenie 5.1. Przedsiebiorstwo X produkuje wyroby W, oraz W5 zuzywajac w tym celu $rodki A oraz
B, ktére sg limitowane: A - 960 jedn., B - 800 jedn. Naktady limitowanych srodkéw na jednostke produktu
przedstawia tabela

Srodki Jednostkowe nakfady
produkgcji | wyréb W7 | wyréb Ws
A 16 24
B 16 10

Zdolnosci produkcyjne nie pozwalaja na wyprodukowanie wigcej niz 30 szt. wyrobu W; oraz 40 szt.
wyrobu W5. Ponadto analiza rynku wykazata, ze optymalne proporcje produkcji ksztattuja sie jak 3 : 2.
Ceny jednostkowe wyrobdéw ksztattuja sie nastepujaco: Wy - 300 PLN, W5 - 400 PLN. Ustali¢ rozmiary
produkcji gwarantujace maksymalny zysk.

Cwiczenie 5.2. Przedsiebiorstwo Y produkuje wyroby W; oraz W, zuzywajac w tym celu érodki A oraz
B, ktore sg limitowane: A - 3 600 jedn., B - 5 000 jedn. Nakfady limitowanych srodkéw na jednostke
produktu przedstawia tabela

Srodki Jednostkowe naktady
produkgcji | wyréb W7 | wyréb W
A 6 6
B 10 5

Zdolnosci produkcyjne nie pozwalaja na wyprodukowanie wiecej niz 400 szt. wyrobu Ws. Ustali¢ rozmiary
produkcji gwarantujace maksymalny zysk przy zatozeniu, ze zysk zrealizowany na obu wyrobach jest
jednakowy.

Cwiczenie 5.3. Przedsiebiorstwo Z produkuje wyroby Wi, Ws, Wy oraz W, zuzywajac w tym celu
srodki A oraz B, ktére s3 limitowane: A - 9 000 jedn., B - 12 000 jedn. Naktady limitowanych Srodkéw
na jednostke produktu przedstawia tabela

Srodki Jednostkowe naktady
produkgcji | wyréb Wy | wyréb Wy | wyréb W3 | wyréb W,
A 1 2 1,5 6
B 2 2 1,5 4

Ustali¢ rozmiary produkcji gwarantujace maksymalny zysk przy zatozeniu, ze zysk zrealizowany na wyro-
bach jest réwny, odpowiednio 4, 6, 3 oraz 12 PLN.

19



Cwiczenie 5.4. Przedsiebiorstwo U produkuje wyroby W;, W5, wykonywane na obrabiarkach O, Oy
i na frezarce F'. Czas pracy tych maszyn jest ograniczony i wynosi Oy - 33 000, O, - 13 000 oraz F' -
80 000. Nakfady pracy na jednostke produktu przedstawia tabela

Srodki Jednostkowe naktady
produkgcji | wyréb Wy | wyréb W
O, 3 1
O, 1 1
F 5 8

Ustali¢ rozmiary produkcji gwarantujagce maksymalny zysk przy zatozeniu, ze zysk zrealizowany na wy-
robach jest réwny, odpowiednio, 1 oraz 3, przy czym wiadomo, ze sprzedaz wyrobu W5 nie przekra-
cza 7 000 szt.

Cwiczenie 5.5. Przedsiebiorstwo V' produkuje wyroby Wy, W5, W3 oraz W, na oddziatach A, B oraz
C, ktérych miesieczny czas pracy wynosi: A - 210 godz., B - co najmniej 100 godz. oraz C' - co najwyzej
200 godz. Czas pracy oddziatéw przypadajacy na obrébke jednostek poszczegdlnych wyrobéw wynosi

Srodki Jednostkowe naktady
produkgji | wyréb Wy | wyréb Wy | wyréb W3 | wyréb W,
A 1 0 1,5 2
B 0 0 3 1
C 1,5 2 0 1,5

Ustali¢ rozmiary produkcji gwarantujace maksymalny zysk przy zatozeniu, ze zysk zrealizowany na wyro-
bach jest réwny odpowiednio 3, 1.5, 4 oraz 3.5 PLN.
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